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En中的垂心组定理
李兴源，lihpb@qq.com

摘 要

本文将三角形的垂心组定理推广至存在垂心的n维单形。
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Abstract
This article extends the triangularly orthocentric system theorem to the n-simplex with orthocenter.
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1. 引言

定义 1 在 n维欧氏空间中，设 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O， k为任意非零实数，若点K满足
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则将点K称作 n维单形 nAAAA ...210 的 k号心。

在文[1]中，对 n维单形 k号心的定义是 k 取任意正整数。事实上， k 可以为任意非零实数。

定义 2 若 n维单形 nAAAA ...210 的 1n 条高线在 n维欧氏空间中交于一点H ，则将点H 称作 n维单形

nAAAA ...210 的垂心。本文将存在垂心的 n维单形称作 n维垂心单形。

本文所讨论的 n维单形均默认其为非退化单形且存在垂心（因为对于退化单形，其外心O在无穷远点，

也不可能存在垂心）。

引理 1 当 3n 时，n维单形存在垂心的充分必要条件是该单形中任意两条没有公共端点的棱均互相垂

直。[2][3]

证明 设 n维单形 nAAAA ...210 的任意两顶点 iA 、 jA 所对的 1n 维侧面分别为 iS 、 jS ， iS 与 jS 所交的

2n 维单形为 jiF ， nji 0 。
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先证必要性，设 n维垂心单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，由定义 2知
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因为 ),,0( jliknlkAA lk  为 2n 维单形 jiF 的棱，故

lkji AAAA  ，

必要性得证。

再证充分性，若 n维单形 nAAAA ...210 满足

),,0( jliknlkAAAA lkji  ，

即

ijji FAA  ，

作 ijiHA 垂直于 jiF 所在的 2n 维超平面于 ijH ，则 jiF 垂直于三角形 ijji HAA 所在的二维平面。

再作 iiHA 垂直于直线 ijjHA 于 iH ， jjHA 垂直于直线 ijiHA 于 jH ，则直线 iiHA 与 jjHA 在三角形

ijji HAA 所在的二维平面中必存在交点，设交点为H ，因此

ii SHA  ， jj SHA  ，

故H 为 n维单形 nAAAA ...210 的垂心。充分性得证。

引理 2 当 3n 时， n维垂心单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，各顶点 ),...,2,1,0( niAi  所对的 1n 维侧

面为 iS ， iS 的垂心为 iH ，则 iA、H 、 iH 三点共线。

证明 设 n维单形 nAAAA ...210 的任意两顶点 iA 、 jA 所对的 1n 维侧面分别为 iS 、 jS ， iS 与 jS 所交的

2n 维单形为 jiF ， nji 0 。作直线 HA0 与 0S 所在的 1n 维超平面交于点 0H ，为不失一般性，以下

只证 0H 即为 1n 维侧面 0S 的垂心。

由定义 2知

000 SHA  ，

即

),...,2,1(000 niFHA i  。

又由引理 1有

ii FAA 00  ，

则在 0S 所在的 1n 维欧氏子空间中，有

ii FHA 00  ，

再由定义 2知 0H 即为 1n 维侧面 0S 的垂心，故命题成立。

2. 预备知识

引理 3 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，垂心为H ，则：
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证明 以下先证 HA0 垂直于 )1( nkjAA kj 
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设 n维单形 nAAAA ...210 的顶点 iA 所对的 1n 维侧面为 ),...,2,1,0( niSi  ，则 HA0 垂直于 0S 所在的

1n 维超平面，同理可证 HAi 垂直于 iS 所在的 1n 维超平面，H 即为 n维单形 nAAAA ...210 的垂心。

当 3n 时，即为文[4]所讨论的关于垂心四面体的情形。

由此可知，n维单形 nAAAA ...210 的垂心H 与重心G分别为该单形的 1n 号心与 1n 号心，且外心O、

重心G、垂心H 三点共线。

引理 4 若 n维单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，则 0A 为 n维单形 nAAHA ...21 的垂心。

证明 设 n维单形 nAAAA ...210 的各顶点 ),...,2,1,0( niAi  所对的 1n 维侧面为 iS ，由定义 2知

ii SHA  。

因为 );,...,1,( jinjiAA ji  为 1n 维单形 0S 的棱， jAA0 为 1n 维单形 iS 的棱，则

jiAAHA 0 ， ji AAHA 0 ；

故 HA0 垂直于 1n 维单形 nAAA ...21 ， jAA0 垂直于 1n 维单形 njj AAAHA ...... 111  ，再由定义 2知 0A
即为 n维单形 nAAHA ...21 的垂心。命题得证。

3. 主要结论

由引理 4并根据对称性即有

定理 1 n维单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，则点集 },...,,,,{ 210 nAAAAH 构成垂心组，垂心组中的任一

点均为其余 1n 点所围的 n维单形之垂心。

定理 2 n维单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，重心为G， 0G 、 1G 、...、 nG 分别为 n维单形 nAAHA ...21 、

nAHAA ...20 、 HAAA n 110 ...  的重心，则点集 },...,,,{ 10 nGGGG 构成垂心组。

证明 设O为坐标原点， nji 0 ，则有
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故 n维单形 nGGGG ...210 与 n维单形 nAAAA ...210 相似，相似比为 1:1 n 。

又
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即G为 n维单形 nGGGG ...210 的垂心。命题得证。

定理 3 n维单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，外心为O， 0O 、 1O 、...、 nO 分别为 n维单形 nAAHA ...21 、

nAHAA ...20 、 HAAA n 110 ...  的外心，则点集 },...,,,{ 10 nOOOO 构成垂心组。

证明 由定理 1知 ),...,2,1,0( niAi  为 n维单形 nii AAAHA ...... 110  的垂心，根据引理 3有
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因此
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对上式左右两边乘以 n可得
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移项并整理可得
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当 nji 0 时，
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故 n维单形 nOOOO ...210 与 n维单形 nAAAA ...210 相似，且O为 n维单形 nOOOO ...210 的垂心。命题得证。

定理 4 n维单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，k 号心为K， 0K 、 1K 、...、 nK 分别为 n维单形 nAAHA ...21 、

nAHAA ...20 、 HAAA n 110 ...  的 k号心，则点集 },...,,,{ 10 nKKKK 构成垂心组。

证明 设 0O 、 1O 、...、 nO 分别为 n维单形 nAAHA ...21 、 nAHAA ...20 、 HAAA n 110 ...  的外心。由定义 1
有
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将(1)代入至上式可得
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当 nji 0 时，
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将(2)代入至上式可得
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再由定理 3 知， n维单形 nKKKK ...210 与 n维单形 nOOOO ...210 、 nAAAA ...210 相似，且 K 为 n维单形

nKKKK ...210 的垂心。命题得证。

当 1 nk 时，由定理 4可以推出定理 1。当 1 nk 时，由定理 4可以推出定理 2。当 k取无穷大时，

n维单形 nAAAA ...210 的 k号心K的极限即为该单形的外心O，此时由定理 4可以推出定理 3。

本文是文[5]在 n维单形上的推广。
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